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解説 音響学における相反定理とその応用
*

鈴 木 英 男 (千葉工業大学情報科学部情報ネットワーク学科)**

1.は じ め に

相反定理あるいは相反性というと,自分には縁

のない別の分野の専門用語と受け取る読者が多い

と思われるが,意外と身近に存在しているものな

ヽ /のである。音響研究に欠かせないマイクロホンの

感度校正は,相反定理に基づいた相互校正法によ

り行われている。この方法なしに音響計演I工学は

存在 し得ないと言っても過言ではない
`日

本で

は,産業技術総合研究所においてこの方法を用い

て基準となるマイクロホンの絶対感度の校正を行

っている。相反性を用いると,ス ピーカとしての

指向性 とマイクロホンとしての指向性が同じであ

る,と いう性質も導かれる。アクティブ制御によ

る騒音低減の効果を,二つの音源間の相互放射イ

ンピーダンスが等しいという性質 (相反性)を用

いて定量的に検討することもできる。

自動車の騒音を評価する際に,走行時に車体の

倶1方 7.5m,高 さ1.5mに おける騒音 レベルが

規制の対象となる。そのために,車体の各部分の

振動がどの程度観測点の音圧に寄与するかが騒音

、′低減のための貴重な情報となる。例えばエンジン

の一部分だけを振動させることは不可能なので,

その近 くに音源 (ス ピーカ)を置いて,7.5mで
の音圧を測定し,周波数応答関数 (音圧/体積速

度)を求めることになる。しかし,ス ピーカを十

分小さくできないので,相反性を仮定して受音側

にスピーカ,音源側にマイクロホンを置いて周波

数応答関数を求めることが行われている。

もう一つの身近な応用例は,実験モード解析で

ある。実験モード解析 とは構造物の各点の相対的
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な動きを測定し,実験的に共振周波数,ダンピン

グ,振動姿態などを求める方法である。演I定点が

200程度になるのはごく普通で,各点間の周波数

応答関数 (振動速度/加振力)を全部求めるには

1次元の振動のみを扱 う場合でさえ40,000個必

要になる。それが,相反性を仮定することにより

200個のままで済む。

以上のように,相反定理は結構身近に存在し使

われているものである。相反性が読者にとって身

近なものと実感できるよう,以下説明を試みるこ

ととする。なお,電気,機械・音響系全体に関す

る相反性については,文献 [1,2]で詳 しく述べら

れてぃるので,更に進んだ理解を求める読者に

は,それらを参照されることをお薦めしたい。

2. 相反定理  (reciprocity principle)

の定義

相反性 は英語で “reciprocity"と 言われ る。

“reciprocal"の 意味は「相互に反応する」という

意味があるので,相反性は「相 (あ い)反する性

質」ではなく,「相互に反応する性質」というよ

うに解釈すべきものであろう。

相反性については,線形性を有する電気の 4端

子回路を例にとると分か り易い。図 1の 回路の

入出力系を次のように表す。

El=Z1lrl+Z12f2

E2=Z21■ +Z22f2 (1)

例 えば,Zllは 端子 2側 を開放 (ち=0)し た とき

の,端子 1側の電圧 (El)の電流 (■ )に 対する比

である。また,Z21は 同じ条件での,端子 2側の

出力電圧 (E2)の端子 1側の入力電流 (■)に対す

るLヒである。

相反性 とは 4端子網を式(1)の ようにインピー

ダンスマ トリックス [Z]で表したときに,

Z12=Z21           (2)
が成立することである[3]。 式(2)は ,「 11′ 側
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図 2 質量,ばね,粘性抵抗からなる機械系

3.振動系の相反性

質量,ダッシュポット,ばねの 3要素からなる

図 2の 振動系を考 える。■は グ番 目の質量 に作V｀

用する力,″Jは

'番
目の質量 の変位である。そ

れぞれの質量について運動方程式を立てると次の

ようになる[5]。

/1=%1(グ
2χ

1/J′
2)+α″(■1-島)/滅′

+ん (″1-&)
=[21(グ

2〃′)+α(dl識 )十 あ]″ 1

-ん均―の(dl晟)胸       (6)
/2=22(ご

2均
/″

2)+Qグ
(助一胸)/JJ

+わ(助―耽)

=―ん∬1+[π 2(″
2/滅′2)+c(″″′)

+わ]均―の(dldt)幼       (7)
/3=%3(σ

2訥
/グ′2)+Qσ (耽―均)/″′

+aグ (訥―∬1)/J′

=一衡(ユl哉)″1-の(dl嶺)均

十[23(グ
2″′2)+(の 十α)(dldt)]角 (8)

角周波数ωの単一周波数の振動を仮定し,し
め談力=劣 ,α/″′=ゎ,ル =1ル を用いてマ ト

リックスの形に書き直す と次のようになる。

すなわち,′ 点にある大きさの力を加えたときの

ブ点の速度は,ノ 点に同じ大きさの力を加えたと

きの グ点の速度に等しいということである。相反

性 Z″ =乙
`が

成 り立つことは,グ 番目の質量 とノ

番目の質量をつなぐダッシュポット及びばねに関

して,グ 番目とノ番目の式の中でそれぞれ,Z(И

図 1 4端子電気回路

a:イ ンピーダンス表現,b:4端子定数表現

から電流を流 し,2-2′ を端子開放 したときの電圧

と入力電流 との比が,22′ に電流を流 し,1-1′ を

端子開放 したときに現れる電圧 と入力電流 との比

と同じである」 ことを表している。

図 1(b)の ように電流の向きを逆にとり,4端
子回路網を四端子定数 と呼ぶマ トリックスで表す

方法 もある[4]。

El=4E2+Br2
fl=CE2+Dち (3)

らの向きの違いを考慮して式(3)を 式(1)の形に

書き換えて比較すると,

脇刻=[術 にD″ν
珂“

)

の関係が得られる。四端子定数の場合の相反性の

表現はその行列式が 1と なることである。

4D― βC=1 (5)

4端子定数のこの性質は回路 を縦続接続 した と

きの相反性の評価に利用できる。通常のインダク

タンス,キ ャパシタンス,及び抵抗からなる受動

回路では相反定理が成 り立つ ことが知 られてい

る。

―あ/′ω

[力%2+o+|・2/7ω ]

一 の

ここで,L及 び几 はそれぞれ各質量の速度及び

それに働 く外力の複素振幅である。左辺のインピ

ーダンスマ トリックスは対称 (1%=ろ
`)で

あり,

その逆行列であるア ドミタンスマ トリックス

[y]も対称行列となる。
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一り 及 び Z(埓一の (Zは 6又 は 1″ω)と い

う形で入るから,式 (9)の 形で表現するとZむ =
ろ′となる。分布定数からなる連続体の場合 も,

上述の集中定数からなる3要素の合成として表現

できることを考えると,線形の構造系であれば相

反性は広 く成立すると考えることができる。

4.音響系の相反性

自由空間内に体積速度 υの点音源があるとき,

距離 γ離れた位置での音圧は次式で与えられる。

P=嚇チ助′″       (11)
ρは空気密度,6は音速,力 は波数である。 この

も 最も単純な例では,音源 と受音点 との関係は距離

γだけに依存するので,場所を入れ替えても当然

成 り立つ。

任意の音場中の 亀 に点音源があるときの,χ

の音圧は

(▽2+あ )G々 (″ 1島)=-4πδ(″―″s) (12)
を満たすグリーン関数で与えられ,グ リーン関数

|ま

α(″ 1偽)=a(ムレ)      (13)
を満たす ことで,相反性が成 り立つ とされ る

(島 :音源位置,■ :受音位置)[2,5]。

もう少しなじみ易い説明は文献[6]に 述べられ

ている。任意の閉空間が Sl,Sa S3,・・・という面を

有し,それらが異なる二つの速度分布 υ
′
及び υ

″

を有し,音圧分布 ρ
′
及び夕

″
を生 じるものとする

と,

∬s_助 r→
げυ′―グυ″)法 =0

が成立する言われる。Slを ylで ピストン振動す

るスピーカとしての平板の面積 とし,S2を ちで

呼吸振動する波長より十分小さい微小球の表面積

とする。υ′の速度分布では Slだ けが振動しその

ときの $上の音圧を P12,υ
〃
の速度分布では S2

だけが振動 し,そ のときの Sl上の音圧を P21と

する。更に,

ム21法 =几 1

2イI

が成 り立つ。式 (17)の 左辺はピス トンがマイクロ

ホンとして動作するときの受波特性であり,右辺

はスピーカとしての送波特性である。微小球音源

の体積速度と,それによってピストン振動板に発

生する力の比は,ピ ストン振動板の振動速度 と,

それによって微小球の位置に発生する音圧の比と

等しいことを示している。微小音源の位置に関係

なく式 (17)が 成立するので,あ る送波指向特性を

有しているピストン振動板は,同 じ受波指向特性

を有する,と いうことが言える。

相反性はどのような音場でも成 り立つのであろ

うか。これに関 しては,音場の境界が “locally

reactive"な 場合は成立するが,あ る種のモデル

で表現されるような多孔質吸音面があるときには

相反性が成立しない,と いう研究成果があること

が述べられている[5]。

5。 電気音響変換器の相反性

電気音響変換器の相反性 については,文献

[1,2]で詳しく述べられている。そこでは,相反

性を可逆性 と呼んでいる。また,式 (2)に 対 し

て,

Z12=~Z21 (18)

が成 り立つ系の性質 を反可逆性 と呼 んでいる

[1]。 この性質を持つ系はジャイレ_夕 と呼ばれ

ることもある[3]。

まず,動電型変換器の場合について述べる。電

気端子 に加 える電圧,電流 と振動面に加わ る力

(F)及 び速度 (7)の関係 は,次式で与 えられ る

[1,2]。

f:写 慨 ,   0
ここで,4は 入力電気抵抗,ム は機械抵抗,ス
は力係数と呼ばれる定数である。式(2)及び(18)

と比較すると,後者に対応する形をしている。こ

表 1 インピーダンスアナロジー とモビリティアナロジー

電気系

インピーダンス

アナロジー

モビリティ

アナロジー

九ちゐ=協

とおくと,

F21/じ =P12/71

リピストンにカロわる力)(15)

(点音源の体積速度)(16)

力 (F)    電圧 (E)

速度 (7)    電流 (f)

質量 (磁) インダクタンス (ι )

ばね (力) キャパシタンス (1/C)

抵抗 (ι)    抵抗 (2)

′

Ｅ

ε

ん

な
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こで,電気音響変換器の相反性を議論するときに

注意しなければならないのは,入力と出力の物理

量が異なることである。表 1は インピーダンス

アナロジーとモビリティアナロジーのときの機械

系と電気系の対応の仕方を示したものであり,ど

ちらの対応を用いることも可能である。式 (19)を

モビリティアナロジーを用いて書き直すと,

E=(4+ス 2ノZ)f十 (4〃‰)F
/=(4′Zm)r+(lμ殆)F (20)

となる。この形は式 (2)に 対応する。このよう

に,異なる物理系を入出力に持つ変換器は物理量

の対応の仕方により,見方が変わるという点が重

要である[7]。 文献 [5]で は

IZIJ=IZ211 (21)

が成 り立つ電気音響変換器を符号の区別をせずに

``reciprOcal transducer"と 呼んでいる。静電型

の変換器の場合は,電磁型の場合と逆で,イ ンピ

ーダンスアナロジーのとき,可逆性,モ ビリティ

アナロジーのとき反可逆性 と見なすことができ

る。文 献 [5]に 従 え ば,ど ち らの場 合 も,

“reciprocal transducer''で ある。同種の変換機

を縦続接続すると可逆性を満たし,異種同士を縦

続接続すると反可逆性 となることも知 られ る

[1,7]。

文献 [1]で は;電気音響変換器そのものについ

ては可逆性の議論はせず,変換器を組み合わせた

電気の入出力系の場合についてのみ可逆性 (式

(2)),反可逆性 (式 (18))の 呼び方を適用して

いる。文献 [2]では,異なる物理系に対しても符

号の違いを含めて可逆性 と呼んでいるが,対応の

仕方 (表 1)で符号が変わることには言及してい

ない。文献 [1,2]で は,電磁型 と静電型の変換器

が混在する電気音響変換系については,「非」可

逆性になる場合があることも述べている。

6。 相互校正法

マイクロホンの精密な感度校正には相互校正法

が用いられる。ここでは自由音場における相互校

正法を例にとって説明することとする。動電型変

換器の式を体積速度 υ と音圧 Pを用いて書き直

すと,次のようになる。

E=ZJ十 (4β )υ

P=一 (4β )f+α ttβ
2)υ

(22)
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マイクロホンとしての感度 は,音響端子 に音圧

Pが加わった ときの開放電気端子 に生 じる電圧

Eを用いて定義で きる。一方,電気端子 に入力

電流 fを加 え,音響端子 に加わ る外部音圧 をゼ

ロとした ときの体積速度 υ を用いると,相反性

から

″=1手
|′ =。

=|ギ
IP=。      9Э

である。電気音響変換器が十分小さいとすると,

体積速度 υにより,距離 γ離れた位置での音圧

P(γ)は次式で与えられる (式 (11)参照)。

Ⅸ州=脇等〆引=#日田 ②
ゆえに,ル「 は               ―

″=旧′莉=弊1半IPtt 1251
となる。式 (25)は マイクロホン感度が,マイクロ

ホンをスピーカとして使ったときの,周波数,空

気密度,距離 (γ ),入力電流,及び γ離れた位置

で の音 圧 で与 え られ る こ とを示 して お り,

``Schottky's la、 v oflow― frequency reception" と

呼ばれている[5]。 この式 と,以下に示す実験を

行 うことにより,電圧,電流 (+周波数,空気密

度,距離)の測定から感度が求められる。なお,

このとき得 られる感度は,自 由音場にマイクロホ

ンを置いた ときに生 じる電気出力 と,マ イクロホ

ンを置かないときのその点における音圧 との比で

あり,自 由音場感度 と言われる。

マイクロホンス の受波感度 ″ を求めるものと

する。スピーカ Cと 相反性 (可逆で も反可逆で υヽ

もよい)を満たす変換器 Bを用意 し,図 3に 示

(EB冷

_弧

十 一 一
二

一 一
二

|な

「 亘 ]EcB

G弧  に b
C           A

Lコ  巨臨
B           A

図 3 相互校正法の測定手順これらの入出力量についても相反性が成 り立つ。
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すように,3回の実験を行 う。

(測定 1〕 スピーカ Cを ONし て,Bの 開放

電気端子電圧 IEω を測定する。

〔測定2)変換器 3と ス を置き換えて,Aの
開放電気端子電圧 IE“ を測定する。

上記の結果から,

壮計=洗      90
を得る。

(測定 3〕 変換器 Cを Bに置き換えて,Bの
入力電流 陽1及びスの開放電気端子電圧 IE"|を

測定する。このとき,マ イクロホン4の位置に

おける音圧は

つ IP241=務%IJ々が  ②
となる。式 (26)と (27)か ら

ん=(等
)ν

:奸謝#  1281
が得られる。

このように,電気測定と周波数;空気の密度及

び距離から絶対感度が求められるので,精度の高

いマイクロホン感度の校正が可能となる。マイク

ロホンス の受波感度が求められれば,変換器 B
の送波及び受波感度が求められる。ここでは,自

由音場を例にとって説明したが,実際の相互校正

法では,カ プラと呼ばれる小容積の容器を用いた

「音圧感度」の校正が一般的である。

文献 [1,2,8]等 では,「 同じ種類に属する三つの

可逆変換器」を用いる校正法について述べている

が,少なくとも一つだけ可逆性を満たす変換器を

｀ン用いた相互校正法が文献 [5,6,9,10]等 で紹介され

2イθ

てい る。

7.ま と め

相反定理 (相反性,可逆性)は ,電気系,機械

系,電気―機械 (音響)系の広範な分野で成 り立

つ性質である。精密なマイクロホンの感度校正

は,相反性に基づ く相互校正法により行われるの

で,音響学にとっては欠かせない定理である。最

初に述べたように,相反性は音響・振動の分野の

多 くの場面で実用されており,それが少しでも身

近に感 じられるよう本解説が役立てば幸いであ

る。
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